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INTRODUCCION:

Son bastantes conocidas las relaciones entre la teo-
ria de grafos y otras disciplinas (la Quimica y 1la EFElectrénica
entre otras) y la importancia que tiene en 10s problemas reales
decidir si un grafo dado es planar o sea si es posible una re-
presentacidén grafica del mismo en el plano sin cruces entre a-
ristas, y encontrar dicha representacion.

Este problema cobra fundamental importancia en el di-
sefio de circuitos electrdnicos impresos y mascaras de hibridos
e integrados, puesto que representa un notable ahorro al no ne-
cesitar una doble faz de aluminizado en circuitos relativamente
sencillos (ver Ref. 3). De la misma manera es importante deci-
dir si un grafo es conexo o biconexo.(Para mayores detalles res
pecto a estas definiciones ver la seccidn siguiente).

Estos problemas justifican ampliamente la biGisqueda de
métodos para el testeo de planaridad, conexidn y biconexidn en-
tre otros, y mis alGn justifican el empleo de métodos eficientes
en lo que a tiempo de computo se refiere, puesto que en las a-
plicaciones reales los grafos a ser analizados son en general
de gran magnitud en ntmero de vértices y aristas.

El andlisis que se presenta a continuacidn ha sido rea-
lizado en el Centro de Técnicas Analbdgico-Digitales de 1la Facul-
tad de Ingenieria de la Universidad Nacional de La Plata, come
base de un conjunto de programas de ayuda al disefio automatico
de cirecuitos y componentes electronicos. ‘

(*) Trabajo realizado bajo la direccién del Ing. Antonio A. Quijano.
El autor agradece la colaboracién def Sr. Carlos Meza.
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BREVE DESCRIPCION DE LOS ALGORITMOS USADOS:

Por razones de claridad se presenta un analisis sepa-

rado de la resolucidn de los tres problemas planteados (conexidn,
biconexidén y planaridad) ordenados por grado de complejidad.

Para mayor conprension de ciertos toOpicos teoricos,

ver definiciones en el Apéndice 2.

a)

b)

Testeo de Conexidn:

Se dice que un grafo G es conexo si para todo par de
vértices x e y de G existe un camino de x a y.

Para resolver este problema se ha utilizado una téc-
nica de blisqueda que consiste en renumerar los veértices del
grato segin la siguiente regla: el vértice 1 recibe el ntme-
ro 1; dado un vértice numerado como I se numera como I+1 al
primer vértice adyacente a €1, atn no numerado y de no exis-
tir tal vértice se procede igual con el vertice 1-1.

Es sencillo ver que si un grafo es conexo, todos sus
vértices son numerados durante el proceso, mientras que si G
es no conexo existe al menos un vértice Xx tal que x ne  setrqa
numerado en la blGsqueda.

Se podrd ver a continuacidn como esta técnica sumamen
te sencilla permite simplificar la resolucion del testeo de
biconexion de un grafo.

Testeo de Biconexion:

Se dice que un grato G es biconexo si al eliminar un
VErtiee cualquiera x de G, y todas las aristas que inciden
él, se obtiene un subgrafo de G conexo 0 equivalentemente,si
dados 3 vertices cualesdquiera, v, w, z existe un camino de v
4 w que no contiene a z. 8i para alguna terna v,w,z, de ver-
tices, todo camino de v.a w contiene a z, 2 se denomina pun-
to de articulacion. Esta tltima definicion permite dar la si
guiente caracterizacidén: Un grafo es biconexo si y s6lo si -
no contiene puntos de articulacidn.

Es evidente que este problema tiene una solucidn tri-
vial aplicdnde el algoritmo de conexion, descripto en la sec
cidn anterior, a cada uno de los subgrafos de G obtenidos e-
liminandoc uno a uno todos los vértices del grafo. Sin embar-
go esta solucidon dista en mucho de ser la dptima, lo que po-
dra apreciarse claramente al presentarse el andlisis estadis
tico de estos métodos.

Para analizar 1la biconexion de un grafo se ha utiliza
do un método propuesto por Tarjan (Ref. 1) basado en la téc-
nica de btGsqueda explicada en la seccidn anterior y que con-
Ssiste en convertir el grafo G en un grafo orientado compucs-
to por un arbol generador T y un conjunto de aristas llama-
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po de computo y el nGmero de vértices y aristas.

Los algoritmos presentados en este trabajo tienen una
cota lineal _respecto al tiempo de computo; para ser mas preci
sos existen ‘constantes A,B y C tal que TAN + BM + C,para cua
quier grafo con N vertlces ¥ M aristas, lo que para este tipo de
problemas representa el maximo grado de eficiencia posible. (De
aqui en mds T representarid el tiempo en segundos).

Para realizar este analisis se han implementado diver
sas rutinas de construccién de grafos,las que fueron utilizadas
posteriormente como datos para los programas de inspeccidén de
conexidn, biconexidén y planaridad. (Una descripcidn completa de
estos programas se presenta en el Apéndice 1).

Nuevamente, para mayor cohesidén, es conveniente anali
zar los.resultados obtenidos en la resolucidon de cada uno de los
probelmas por separado:(Los algoritmos aqui descriptos han sido
implementados en lenguaje PL1 y ejecutados en la IBM 360/50 de
la UNLP).

a) CONEXION:En el andlisis de este problema puede verse clara-
mente la importancia que tiene elegir las estructuras mas a
decuadas para la representacién de grafos en computadora. Pa
ra ejempllflcar se analiz6 la conexion de grafos de grado 3,
4 y 5 utilizando el método presentado anteriormente con dos
estructuras de informacidn: matriz de incidencia y listas de
adyacencia, (para una descripcidn de estas estructuras ver A-
péndice 2). Los resultados pueden verse en la Figura 1.Se a-
precia alli claramente el comportamiento lineal del método
descrlpto resnondiendo a ecuaciones T = 0.034 N + 1,2,

T =0.055 N + 1 >4y T = 0.036N+1,5 opara los grafos de grado 3
4 y 5 respectivamente, y la notable diferencia existente res
pecto a los tiempos del método que utiliza la matriz de inci

dencia.
Grafos de grado 3 - Grnados de grado 4 Grafos de grnado 5
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FIGURA 1: Test de Conexion.
. usando listas de adyacencia® x usando matriz de
. : - y
1nc1denc1a)

P - 87






Estas rectas corresponden a las ecuaciones T= 0.043 N+1,5 |
1= 0 045 N+t1,75, 1= 0.047 N+1,6

Por iltimo y mediante las rutinas de generacidén de
grafos al azar se obtuvo la siguiente ecuacidén de regresidn
T= 0.037 N+0.004 M +1.68 que ajusta estadisticamente la recta
que relaciona el tiempo de computo y el nimero de vértices y a-
ristas.

c) PLANARIDAD: Por ser éste el mds complejo de los problemas pre
sentados, es conveniente antes de detallar los resultados ob
tenidos,esbozar un breve andlisis acerca del grado de comple
jidad de otros algoritmos para decidir la planaridad de un
grafo.

El primer criterio conocido fue el encontrado por Kuratowsky
(Ref. 5 ); este método tiene un grado de dificultad del or-
den de NO®. Mas recientemente se conocen los algoritmos de De
moucron, Malgrange y Pertuiset, con un grado de complejidad
del orden de N° y de Tarjan (Ref.6) con una relacidn tiempo

m

de cobmputo T N log N.

El método aqui presentado,que tiene un comportamiento
estadistico cercano a la linealidad, ha resultado sumamente
eficiente, mas atn teniendo en cuenta que el lenguaje PL1(en
el cual se realizd la implementacidn) no dispone de estructu
ras adecuadas para el manejo de grafos y &arboles.

El programa ha sido probado con los grafos que repre-
sentan el peor caso para este algoritmo, los grafos satura-
dos, puesto que el nimero de aristas en este caso es maximo.
Los resultados obtenidos son excelentes; se analizd un grafo
de 500 vértices en 39 s de C.P.U.

Es importante destacar que la deteccidn de grafos no
planos es, obviamente, muy veloz, puesto que el andlisis fi-
naliza cuando se encuentra un camino que no puede ser traza-
do planarmente.

Como ilustracidn de lo aqui expuesto, pueden verse en
la Figura 4 los resultados obtenidos en la aplicacidn de es-
te método para grafos planares saturados y en los grafos de
grado 3 v 4, generados automaticamente.

(Por razones de espacio se obvian los resultados obte
nidos para grafos de grado 5; el comportamiento del tiempo -
de cOmputo en estos casos difiere en muy poco del mostrado -
en los graficos de la Figura 4).
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CONCLUSIONES:

Se ha presentado un conjunto de algoritmos de manejo
de grafos con un alto grado de eficiencia, vy se han detdllado
los resultados obtenidos en la aplicacidén de estos métodos so-
bre un conjunto de grafos generados automdticamente, quedando-
perfectamente demostrada la bondad de estos algoritmos respecto
a otros que buscan resolver el mismo tipo de problema.

Convendria antes de finalizar este trabajo, hacer un
breve comentario acerca de los topicbs que se estdn analizando
actualmente, estrechamente relacionados con 1los agui presentadc
El primero de ellos es obtener a partir de la informacion colec
tada por el algoritmo de planaridad una representacidn planar -
automitica del grafo con métodos interactivos, y el segundo de
ellos es obtener un algoritmo eficiente para testear si un gra
fo es planar-exterior o sea si es posible una representacidon -
plana del mismo de manera que todos sus vértices queden en 1la
periferia

Por filtimo, es importante reiterar que el csfuerze rea
lizado en obtener algoritmos de este tipo con un alto grado de
eficiencia estid ampliamente justificado en la importancia que -
pueden tener los mismo en el diseno interactivo de circuitos e
lectrdnicos impresos, entre otras aplicaciones.
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APENDICE |

GENERACION DE GRAFOS POR COMPUTADOR!

Es sumamente importante disponer de una bateria de
programas de generacidn de grafos por computadora no sdlo para
un testeo intensivo de la correccidn de los algoritmos implemen
tados,sino también para realizar un andlisis amplio y profundo
de la eficiencia de dichos algoritmos.

Para la elaboracidon del andlisis aqui presentado se
confeccionaron rutinas de generacidn de grafos de los siguien-
tes tipos: '

a) Grafos regulares de grado 3: Se generan grafos triconexos -
planares que responden al esquema de la Figura 6.

FIGURA 6

- Grafo regular de grado 3 con 14 véntices

-b) Grafos regulares de grado 4: Para producir estos grafos pla
nos se utiliz® una técnica de despliegue que consiste en
reemplazar cada vértice de un grafo generado por el método
anterior, por Seils vértices conectados entre si(Figura 7).

FIGURA 7 7
Configurnaciin Despliegue
orndginal obtenido
, AN
7/ N
¢ e

c) Grafos regulares de grado 5: En este caso se reemplazd cada
vértice de un grafo generado por el método anterior por una
representacidén compleja obteniéndose un grafo planar ( Para
mayores detalles ver Ref.7 ).

d) Grafos planares saturados: (Un grafo planar se dice satura-
do si no es posible agregarle ninguna arista sin afectar la
planaridad). En este caso se utilizd para generar los grafos
planos saturados el siguiente método: Dado como base el gra
fo de 4 vértices de la Figura 8, se obtiene un grafo de 5
vértices eligiendo al azar una de las 3 caras triangulares,
colocando alli un vértice y uniéndolo con los 3 vértices que
limitan la cara (Figura 9). En general dado un grafo planar

saturado de I vértices de este tipo, se obtiene un grafo de
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I £ 1 vertices eliciendo al azar una de las 721 - 5 caras -
triangulares internas y aplicando el proceso explicado ante-
riormente.

Grago saturado } Grafo saturado
de 4 véntices de 5 vérntices

FIGUPA 8 ' FIGURA 9

£ ] Lrafos aleatorios de tipo |: Se construveron este tipo de gra
f0s ntilizando rutinas de generacion de numeros al azar, deci
diéndose en forma aleatoria cuidntas y qué aristas formarian -
el erato. :

£] Grafos aleatorios tipo 2: En este caso se generaron grados -
completos (cada vértice estd conectado con todos los demids) y
se eliminaron un nlmero aleatorio de aristas elegidas también
mediante el proceso explicado en e). Es importante aclarar -
que cste tipo de prafos aleatorios tienen una fuerte tenden-
cia (debido al método utilizado) a resultar conexos y en me-
nor medida biconexos, lo que permitid hacer un andlisis de -
1a eficiencia de los métodes de testeo en cdsos gue la propie
dad buscada se cumpliera y en casos en que ne fuera asi.

Un andlisis completo de las propiedades de todos estos grafos pe
nerados automidticamente se presenta en la Referencia 7.
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APENDICE 2

DEFINICIONES MATEMATICAS Y FORMAS DE REPRESENTAR UN GRAFO POR
COMPUTADORA :

Un grafo G es un par ordenado (X,A) donde X es un con
junto de vértices y A un conjunto de aristas que relacionan es-
tos vértices arbitrariamente.

Si cada arista esta formada por un par (u, v) no orde-
nado de vértices, el grafo se dice no orientado, en caso contra-
rio el grafo se dice orientado. Se dice que 2 vértices son adya
centes si existe una arista que los une.

Se denomina grado de un vértice al nGmero de aristas
gue inciden en é1; un grafo se dice regular si todos los vérti-
ces tienen el mismo grado.

Sean u y w dos vértices de G; un camino de u a v es
¥n3 ixces;on de aristas (1i)i=1,n tal que li—(Vi, Vi+1)con Vi=u
Y

Un subgrafe G', de G es un grafo tal que G' = (X, A)
con X'e€ X y A'c A; S1 G es orientade un subgrafo [ se denomina
arbol si T esta formado por un vértice V (llamado raiz) en el
que no incide ninguna arista y en todo vértice u # v incide una
y s6lo una arista. Si todo vértice de G es vértice de T el arbol
se denomina generador; toda arista de G que no pertenece a T se

denomina fronda.

. Finalmente un grafo G se puede representar por una ma-
triz M tal que m.. = 1 si y s6lo si el vértice i estd conectado
al vértice j y ern-caso contrario mj;5 = 0; 0 por un conjunto de
listas, donde la lista i contiene todos los vértices adyacentes
al vertice 1.



