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Son':bastantes conocidas ·las . 
. e gr.afqs y otras disci;plinas (la. 
· ot}"ás) y la. ;importancia qué tiene en los 

r si un grafo dado es :planar o se{! si.es 
tación gráfica del mismo en .el plano sin cruces 

tas,>y encontrar dicha represeiltac·ión .. 
' 

· Este probleJila cobra fundamental impo.rtancia 
,,de cin:uito's ele,ctrónicos impres.os y más~al"as d~ hi~,:J"l.(il;os~.: 
te;.g:rados; puesto que repr;esep,ta un l).Ot(il;ble aho.rro. ª'1 
ar una c.loble' faz de alumirü za;do en circuitos .relati·v;. a· me:n:t:e·;. 
~los (veT Ref. 3). De la misma ntaner:.a es inipor:tant.e 

, Sf ;yn· gr'afo es con,exo o biconexc> .(Para m8:yor~s detallés r 
~·~e~t,o'· a· estas definiciones ve:r. la sección ··siguiente). 

. - ~~ .. 
Es,tos proplemas jus.tifican.amplia.mente la· húsqu~,d·a 

métodos; p.a.ra el testeo de pla,naridad, conexiól). y biconexi6l). · 
tr'e otros,. y más aún justifican el empleo de n:tétodos. efiti nl'~··§'Z·· 
~P., lo. que & tiempo de .. cómputo se .refiere .. , puesto qu~. en 1 
plicaciones reales los gra;fos a .ser analizados .. son en x· .. ··~il'""' 
de gran magnitud .en número. de vértices y ·aristas.' 

1 

, El. análisis que, s.e. p:tesenta .a contin-qación .lm sidb, 
:lizad.o en el Centro de Técnicas Analógico:-Oigitales··d~,la F 

de Ingeniería de la Universidad Nacional de La Plata, 
"""'."'"'· ~e un conjunto de programas de ayuda al diseño autnm.!'I.T."l 

.•. ~t'c~itos y c;omponentes electrónicos. 
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Por razones d~ claridad· se present(l l.ln anáfj_si~ s 
o de la, resolu~ión ·d.e los tres problemas planteados {'--'-'1"""'--...L"'·~~--... , 

1conexión y planaridad) ordenados por grado de complejidad. 

Para mayor conprensión de ciertos tópicos 
dé'finiciones en el A!(éndice 2. 

Testeo de Conexión: 

Se dice que un gra~o G es conexo si para todo pai 
vértices x e y de G existe un camino de x a y. 

Para resolver este problema se ha utilizado una· téc
nica de búsqueda que consiste en renumerar los vértices de 
grafo según la siguiente regla: el vértic;e 1 recibe· el' núm.e:..: 
ro 1; dado un vértice numerado como I se numera como !+.1 al. 
primer vértice adyacente a él, aún no numerado y de no exis 
tir tal vértice se procede igual con el vértice I-1. 

Es sencillo ver que si un grafo es conexo, todos 
vértices son numerados durante el proceso, mientras que 
es no conexo existe al menos un vértice x tal que x no 
numerado en la búsqueda. 

Se podrá ver a continuación 
te sencil>la permite simplificar la 
biconexión de un grafo. 

~) Testeo .de Biconexión: 

Se dice que un grafo G es bicqnexo si al eliminar un 
· vértü:e cualquiera x de .G, y todas las aristas que inc_:i,:dert 
él, se obtiene un subgrafo de G cone:x:o o equivalentemente, 
dados 3 vértices cualesquiera, v, w, z existe un camino de 
a w que no contiene a z. Si para alguna terna V, w, z, dé vé:f-. 
tices, todo camino de v a w contiene a z, z se denomina pun": 
to de articulación. Esta última definición permite dar la si 
guiente caracterización: Un grafo es biconexo si y sólo si ~ 
no contiene puntos de articulación. 

Es evidente que este problema tiene una solución tri
vial aplicando el algoritmo de conex.ión, descripto en la ses:_ 
c1on anterior, a cada uno de los subgrafos de G obtenidos e-

-liminando uno a uno todos los vértices del grafo. Sin embar
go esta solución dista en mucho d.e ser la óptima, lo que po
drá apreciarse claramente al presentarse el análisis estadis 
~ico de estos métodos. 

Para analizai la biconexión de un grafo se ha 
do un método propuesto por Ta-rjan (Ref. 1) basado en 
hica d~ búsqueda explicada en la sección anterior y que con 
siste en convertir el grafo G en un grafo orientado compues 
to por un árbol genera'dor T y un conjunto de aristas llaríla 
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frondas; definiendo durante el proceso de numerac1on 
una función (LOWPT (V)) Q_e los vértices,. que se obtiene 
tivamente de la siguiente manera: LOWPT(v)es el menor 
vértices que se pueden obtener siguiendo un camino en 
inicio en v, teniendo como última arista una fronda. 

Esta función permite aplicar muy fácilmente la caracteriza
ción de grafo biconexo dada anteriormente~bas&ndose en .la si 
guiente propiedad: Si la arista (a,v) E. T y LOWPT(v) ~a,ento!I 

es un punto de articulación. 

(Para una definición más rigurosa de la función LOWPT ver re 
_ferencia 1). 

Testeo de Planaridad: 

Se dijo en la INTRODUCCION que un grafo es planar si 
es posible encontrar una representación en el plano tal que 
no existan cruces entre aristas. 

Para resol ver este problema existen dos corrientes per
fect~mente definidas: la analitica, que basa su análisis en 
un criterio de Kuratowsky, y la constructiva que busca encon 
trar una representación plana del grafo.En esta corriente se 
encuentran los métodos propuestos por Demoucro~, Ma1grange y 
Pertuiset (ver Ref. 2 y 3), y Hopcroft y Tarjan (ver Ref~ 4) 
El análisis que se presenta en este trabajo se basa en la im 
plementación realizada del algoritmo propuesto por Hopcroft
y Tarjan, aplicable a grafos biconexos, y que básicamente se 
puede resumir en los siguientes pasos: 

1) Numeración de los vértices mediante la técnica de búsque
da explicada anteriormente y definición de dos funciones 
de los vértices (LOWPT y LOWPT2). 

2) Reordenamiento de las listas de adyacencia. 

3) Búsqueda de caminos en el grafo con las nuevas listas de 
adyacencia. 

4) Trazado de los caminos en el plano. 

Cuando el paso 4) finaliza exitosamente se ha en~ontrado la 
representación plana del grafo, en caso contrario el giafo 
es no planar. 

La implementación de los pasos 3) y 4) (con varias di 
:ferencias respecto al método propuesto por I-Iopcroft y TarjaYij 
hace que el algoritmo de testeo sea sumamente eficiente en -
tiempo de C.P.U., sobre todo para grafos de gran magnitud. 

DE LA EFICIENCIA DE LOS METODOS PRESENTADOS: 

En todo problema relacionado con la teoria de grafos la ~ 
ficiencia de un algoritmo se mide com la relación entre el tiem 
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~+·~·!f~:.,<:,.L:"''' -d~ .• ~~~~:fup ~;~.: 
._ _ ., Los aTko:r+tmos; ~pt;esefita~os ·~n este ttab&jo 
'lineal_ respecto al _tiempo de cómputo;_ para 

existen 'constantes_ A,B y e tal que T~AN + 
-rrafo con~ v€rtices y M arist~s,lo que para 

l~:rhas representa eJ. máximo grado de eficiencia 
,,~.u--·~ eitmás' T representará ,el tiempo en segundos). 

Para realizar este análisis se .han imp1eméntado 
S~~ rutinas de construcción de· arafos,las que fueron utili 

:'POSteriormente como datos para los programas de inspección 
' Q_Qnexión, hiconexión y planaridad. (Una descripción completa. 

estos programas se presenta en el Apéndice 1). 

Nuevamente, para mayor cohesión, es conveniente aná:tt 
Z.C'lr los'· resultados obtenidos en la res.olución de cada uno de lOs· 
probelmas por separado: (Los algoritmos aquí descriptos han S, ido_ 
implementados en lenguaje PL 1 y ejecutados en la IB!If 360/50 de 
la -UNLP). 

aY~ONEXION:En el análisis de este problema puede ver~e 

G~ 

:m·ente la importancia· qu.e tiene elegir las estructuras Ihá.s 
d~cuadas para la representación de grafos en computadota~ 
ra ejemplificar se analizó la conexión de grafos de gracl() 
4 y 5 -utilizando el método presentado anteriormente cort4 __ -_._•
estructuras de información: matriz de incidencia y listas .de 
adyacencia,Cpara·una descripción de estas estructuras ver 
:péndice 2). Los resultados pueden verse en la Figura T~Se á~ 
p.recia allí claramente el comportamiento lineal del método 
descripto, respondiendo a ecuaciones T = 0.034 n +.t,l, 
T =0. 035 N + .1 ,4y T = O. 036N+1 ,5 para los grafos de g;rad.o 
4 y 5 respectivamente, y !~notable diferencia existente r 
pecto a los tiempos del método que utiliza la r.¡_atriz 'de 
dencia. 

GJr.afio;., de 
\ 

gJr..a.do 3 GJr..náo-6 de gJr..ado 4 GJr..a60.6 de gJr..ado 5 

T. c..f' .. U. X 

S~ 
6'1 X 

X X 

'-18 
53 )( 

)( 
X 

38 
'13 '¡( 

X 
X 

as )( 
• • 

)( • Z9 X • 2'1 • 
• • • 

X' • X • le • 
• • )( • )( • X 

• :X • • • - )( • 
)( • l5 • • N~ IIERTÍCe.S • 

4(00 3oo soo ~o o ,qoo '1'! 2'1'1 'f1G 6'13 

FIGURA 1 : Test de Conexión. 
(. us,ando listas de adyacencia· )( usando matriz 
incidencia 3 
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Test de Conexión (Grafos aJea:torios) 

•• • •• • 
• 

• 

un, grafo 
criterio eni..mciadó 

G ul}. grafp con 
. . río anaii?-ar la conexión de N gxafos con 

d.a uno, ló que implica, un tiempo proporcional a N2 
s que ~1 algoritmo ~resentado aqui .p~esenta 
. lejidad lineal en el número de yértices, . lo 

eri los gr§ficos de la FiQura 1. 

GGP~ 3: Test de Biconexión. 

?,<¡ .,"' H • • ls • '31[ • .. 
t't 2~ • • .. 

?.'i • ~5 • • 
• A<! • • 

-15 • A5 • 
AO o Aó • 
1 • 

"1"1 .zq:¡ '1% q~ 8'f11'i 

d·e gha.do 3 gJta.fio.b de. gJta.do 4 gJta.fio~.:, de. gJta.do 
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rectas corresponden a las ecuaciones 
N+1,75~ T= 0.047 N+1,& 

Por filtimo y mediante las rutirias de generación 
grafos al azar se obtuvo la siguiente ecuación de regresión : 
'T= O. 037 N+ O. 004 H +1. 6~ que ajusta estadísticamente la , recta 
que relaciona el tiempo de cómputo y el nfimero de vérticesy a
ristas. 

PL.i\NARIDAD,: Por ser éste el más complejo de los problemas pre 
sentados, es conveniente antes de detallar los resultadosó"Q, 
tenidos,esbozar un breve análisis acerca del grado de comple
j idad de otros algoritmos pa'ra decidir la planaridad de, un' 
.grafo. 

El primer criterio conocido fue e 1 encontrado por Kura tow~sky 
(P.ef. S); este método tiene un grado de dificultad del o:t"' 
rilen de NO. Más recientemente se conocen los algoritmos de De ,.,, 
moucron, l\·!algrange y Pertuiset, con un grado de · complej ida(t , 
del orden de N3 y de Tarjan (Ref. 6) con una relación tiemp · ·· 
de cómputo T N log N. ' 

El método aquí presentado, que tiene. un comportamientq 
estadístico cercano a ,la linealidad, ha resultado sumamente' 
eficiente, m~s afin teniendo en cuenta que el lenguaje PL1( 
el cual se realizó la implementación) no dispone de estruc 
ras adecua\das para el manejo de grafos y árbol1es. 

El programa ha sido probado con los graf.os que repre 
sen tan e.l peor caso para este algoritmo,· los grafos satura-
dos, puesto que el nfimero de aristas en este caso es máximo~ 

. Los resultados obtenidos son excelentes; se analizó un graf~ 
-de 500 vértices en 39 s de C.P.U. 

Es importante destacar que la detección de grafos no 
plan-os es, obviamente, muy veloz, puesto que el análisis fi
-naliza cuando se encuentra un camino q~e no puede ser traza
do planarmente. 

C9mo ilustración de lo aqdí ex~uesto, pueden verse en 
la Figura 4 los resultados obtenidos en la aplicación de es

. te método para grafos planares saturados y en los grafos de 
grado 3 y 4, generados automáticamente. 

(Por razones de espacio se obvian los resultados obie 
nidos para grafos de grado 5; el comportamiento del tiempo -
de cómputo en estos casos difiere en muy poco del mostrado ~ 
en los· gráficos de la Figura 4). . . 
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Planaridad 

3 
• .a • 

H 
• l.3 • 7..1./ 

• tt • ~o 

• 4~ • 
.-16 • 45 • • • 

1" ~o • 
:¡" • • ' 
. ., • 5 

1{00 i'OQ JZoo 300 J.{ o o 

Jatu/cado4 G~tcr!;o¿, de gMdo 3 

Puede observarse el comportamiento lineal 
cómputo para el análisis de estos grafos fuertement 

(más precisamente sin vértices de grado 2). 

• 
• 

Se está. trabajando ac.tualmente en la elaboración 
nas de generación de grafos bitonexos (el algoritmo es 
ble sólo a este tipo de grafos) aleatorios para 

ecuación de regresión que ajuste correctamente el 
to del tiempo de cómputo de este método. 

Para finalizar es importante destacar que 
ritmo colecta suficiente información, la que puede ser 
d;;:J:, también en tiempo lineal, para J,.ograr encontrar una 
sentación plana del grafo. 

-Se presenta a continuación en la Figura S pn 
"sencillo de un grafo de 40 vértices y 82 aristas que ha 
resuelto en 4 s de C.P.U., y una representación plana del 
mo (por razones de claridad se han hecho algunas reformas 
ppcto a la representación obtenida con el método expuesto)~ 
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GJtafio dato 
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Figura S.a. 

12 

Figura S.b. 



se "hiT ¡>~jl!'1>Jtl;a~ ~d~u~~Q de· ii~~l-~tlll&s¡i> 
''""''"''"""~··,',,,,~.,Y~",, :tUl' .~J,;t:q. ~r<a:,l\Jo efi\=ieq;cia t y. $~ han 

~·o'b'tel13c~&s,,,~·l\l ',la. aplita.c:i'4n ,d,e. es:toszliJ.é,,' 
~111:•9 a~ graf.QS· g~n~radQs a~tomáticamente, 
te d'emostrada la})onaadde estos a1gorittnOS 

s que buscan resolver el,m;istno tipo de pro'blema. 

•\,,. Con')\lendría a11tes de finalizar este· trabajo, hat;er 
n"""'"'"' · cpmen tar·io acerca p.e los . tqpicos que se está:Il a11ª1~~ 

_,_,....~ ... en té' estrechamente relacionados con los aquí pJ:' 
p:iilnero de ellos es obtener a partir de la informaci6h. 

~1 aJgoritmo <le planaridad una representación plaña · 
ica, del grafo con métodos interactivo·s, y ,el' seg'tt11d~· , 

es obtener un algoritmo eficiente para testear si un 
planar,..exterior o sea si e,s posil;>le una representac 
del mismo de manera que todos sus vértices qued,en en 

. ! 

Por último, es importante reiterar que el esfuerzo 
· en ohten.er algoritmos de est~ tipo con un alto grado 

encía está ampliamente justificado· en la importancia qué 
tener los mismo en el diseño interactivo de cil.'cuit·oS .. ~~~·. 

entre otras aplicaciones. 

Il.E. Tarjan - nD.epth first 
SIM! :Ll· comput, 1 ( 197.2) ~ 

. ~~Deníoucron t Y. Malgrange y R. Pertuiset - "Graphes 
Ret:ionnaissance et construction des representations'1 • 

de Reche.rche Operationne1le. Vol 8, pag. 33-

_,.i;.A. De Giusti, C. Gutzner, G. Rossi y J. Diaz - "Planar .... ' ... .,.. . ....,,.., 
de grafgs por computadora. Aplicaci6n a circuitos ele.c 
cosn. · - Public'aci6n del Plan Nacional dé Electrónica,' 
'fJ0 3, pag. 4-10, Noviembre 1979. 

4.- Hop.croft y 1 Tarjan, 11Efficient planarity testingn 
of t.he assbciation for-conputing ma.chinery, Vól. 
October 1974 -. pag. 549-56~. 

5.+,. c. Berge - · 11Theorie des graphes .et ses applications'.' .. ·JJ'""''"'·"·· 
1963. 

R. Tarjan. ~ '"Planarity testing in V Log V s.etéps: Ext 
abstract 11 - Proc IFIP c'ong. 1971: Found.ation. of in 

sin~h Lj·ubljana, Yugoslavia, Aug. 1971, North': 
. Co. Amsterdam ·.··"" Pag'. lS.., 2 2. · ·· 

, Ros si y Diaz: "Generación de. g .. raf.• os P. o. r 
Técnico CeTAD 101/80. 
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GENERACIOI'J DE GRAFOS POR COnPUTADORl\.: 

Es sumamente importante disponer de una batería 
programas de generación de grafos por computadora no sólo pará 
un testeo intensivo de la corrección de los algoritmos implemen 
tados,sino también para realizar un an~lisis amplio y profunJ~ 
de la eficiencia de dichos algoritmos. 

Para la elaboración del análisis aquí presentado se 
confeccionaron rutinas de generación de grafos de _los siguien
tes tipos: 

a) Grafos regulares de grado 3~ Se generan grafos triconexos -
planares que responden al esquema de la Figura 6. 

FIGURA 6 

[ 
Gha{jo hegulah de ghado 3 QOn 14 v~Q~ 

b) Grafos regulares de grado 4: Para producir estos grafos pla 
nos se utilizó una técnica de des~liegue que consiste en 
reemplazar cada vértice de un grafo generado por el método 
anterior, -por seis vértices conectados entre sí(Figura 7}. 

FIGURA 7 

ConMguMtQ~Ón 
o«gbuxJ:.. 

/ 

f 

/ 

Veó pUe.gue 
obte.nido 

e) Grafos regulares dB grado S: En este caso se reemplazó cada 
vértice de un grafo generado por el método anterior por una 
representación compleja obteniéndose un grafo planar ( Para 
mayores detalles ver Itef. 7 ). 

d) Grafos planares saturados: (Un grafo planar se dice satura
do si no es posible agregarle ninguna arista sin afectar la 
planaridad). En este caso se utilizó para generar los grafos 
planos saturados el siguiente método: Dado como base el gr~ 
fo de 4 vértices de la Figura 8, se obtiene un grafo de S 
vértices eligiendo al azar una de las 3 caras triangulares, 
colocando allí un vértice y uniéndolo con los 3 vértices que 
limitan la cara (Figura 9). En general dado un grafo planar 
saturado de I vértices de este tipo, se obtiene un grafo de 
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+ 1 ,v~rtices eligiendo al azar una 
g~l~res internas y apli¿ando el proceso 
e~te. . 

\ 

GJLaáo f.Jat:uJLado 
de 4 v éJLt:J..c e~ 

FIGUP.A 8 FIGURA 9 

GJLaá o ..6 a:tuJLadtJ; , 
de 5 v éJt.t::ic'i.l; 

~ ,' ' ' 

.••••. v .... a .... o.s ·aleatorios de tipq 1.: Se construyeron este 
utilizando rutinas de .generación de numeres al azar, 
dose en forma aleatoria ~uántas y qué aristas formar 

:~rafo. 

o's ,aleatorios tipo 2 :· En este caso se generaron grados 
etos (cada vértice está conectado con todos los demls) y 
imi;naron un número aleatorio de arista? elegidas también· 

ante el proceso explicado en e). Es impnrtante aclara'!' 
este tipo degrq.fos aleatorios tienen una fuerte tenden
{4ebido al método utilizado) a resultar conexos y en me~ 
.m~dida biconexos, lo .que permitió hacer un análisis de -

eficiencia ·de los métodos de testeo en casos. que la 
b11sca.da se cumpliera y en casos .en 'que na fuera así. 

isis completo de las propiedades de todos.estos grafos 
s automáticamente se prése;nta en la Referencia 7 • · 
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APENDICE 2 

NIC:TONES lVfATEMATICAS Y FORMAS DE REPRESENTAR UN GRAFO 
ADORA: 

Un grafo G es un par. ordenado. (X,A) dond.e X es un con 
junto de vértices y A un conjunto de aristas que relacionan 

vértic~s arbitrariamente. 

Si cada arista esti formada por un par (u~ v} no o 
vértices, el grafo se dice no orientado, en caso contra· 

grafo se dice orientado. Se .dice que 2 vértices son adya 
existe una arista que los une. 

Se denomina grado de un vértice al número de 
inciden en él; un grafo se dice regular si todos los 
tienen el mismo grado. 

Sean u y w dos vértices de G; un camino de u a v 
una sucesión de aristas (l.) . -1 tal que 11. = cv1. ' y1. + 1) con V _ 1 1- ,n 
y n-w. 

Un subgrafo G 1 , de G es un grafo t.al que G 1 '= (X, A} 
....... . X y A'c A; Si G es orientado un subgrafo T se denominil: 
árbol si T e.sti formado por un vértice V (llamado raiz} e.n· el 
que no incide ninguna arista y en todo vértice u 1 v incide 
y sólo una arista. Si todo vértice de G es vértice de T e.l 
se denomina generador; toda arista de G que no pertenece a T 
denomina fronda. 

, Finalmente un grafo G se puede representar por una ma 
.triz M tal que m .. = 1 si y sólo si el vértice i esti conectado 
al vértice j y efiJ caso contrario mij = O; O por un conjunto de · 
listas, donde la lista i contiene todos los vértices adyacentes 
al vértice i. 
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